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An Introduction to Turbulence 
基礎紊流 

 
黃美嬌 

臺灣大學 機械工程學系 

 

摘要 

本文針對紊流流場作概略性的介紹。首先介紹截至目前為止，人們藉由實驗經驗與理論分析

上對紊流的了解，所歸納出來的一些物理特性：介紹尺度觀念與能量傳遞觀念在紊流研究上

所扮演的重要角色；介紹 similarity 、universality 、與 intermittency 這些特性與其影響；

介紹 intermittency models 如 statistical models、fractal models 等的理念與結果。其次介紹等向

均質紊流場，並介紹它的一些基礎理論，如  Karman-Howarth equation，與近似理論 

(approximation theory)，如 DIA theory (direct-interaction theory)。最後歸納三種現今人們研究

紊流流場所使用的數值方法：averaged motion、 LES 與 DNS；對三種數值方法作概要性的

介紹，並比較其差異與應用範圍。 
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1. 引言 

在某些條件下，流體可以平穩、有次序地運動著，我們稱之為層流 (laminar flow)；反之，

流體的運動可能呈現不規則、不平穩，以一種似乎完全混亂的模式進行著，我們稱之為紊流 

(turbulent flow)。層流與紊流的差異實驗，以 Osborne Reynolds (1883, 1884) 為先鋒。量測紊

流場的任何一物理量，可以發現該物理量在時間軸上、在空間分佈上，都呈現極亂的波動 

(fluctuations)；而波動的振幅可以是相當得大，並以非線性的方式影響著平均流場 (mean 

motion)。所謂平均流場指的是流場的時間平均值，定義為： 

u u

u u u

(t) =  
T

     (t' )dt'

(t) =  (t) +  ' (t)

t-T/2

t+T/2
1

∫

 

有時，平均流場也定義為 ensemble average，即取許多流場條件相同的流場的平均值，< >u 。

所 謂  ergodic hypothesis 即 假 設  u u= < > 。 舉 例 說 明 ， 假 設 一 訊 號 為 

u f(t) =  A sin(2  t)π ，則 u
f

f
f (t) =  A

sin( T)
T

sin(2 t)
π

π
π⋅ ，因此訊號振幅被以如下圖所示之

函數M
sin( T)

T
≡

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟

π

π

f
f

2

 過濾之： 

 

因此，一多頻訊號，其高頻 ( f > 1/T ) 部分 (波動部分) 將有效的被除去；T 愈大 (1/T 愈小)，

愈多細微的流場結構會被略掉。 

紊流的發生源於層流的不穩定 (unstable)。實驗發現當一流場其雷若數不大時，層流為

一穩定解 (stable solution) ；增加流場雷若數至某一程度時，層流會變成不穩定，這時流場

中任何存在的干擾 (disturbance) ，將被引發成長，破壞原有層流場結構，最後形成出一紊流

場。這種解(solutions)間的變化只有在非線性動力系統中發生，我們可以很簡單的例子說明。

考慮 �x = x x3ε − ，當 ε ≤ 0時，x=0 是其唯一一穩態解(steady solution)，且為穩定(stable)；反
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之，當ε>0，有三穩態解 x = 0 x =與 ± ε 存在，其中 x = ± ε 為穩定解，而原為穩定解的 x=0

變為不穩定解。 

 

紊流通常是三維不穩態 (3D unsteady)，兼有複雜的渦漩結構 (vorticity structures)。紊亂

的波動使得流場的混合能力 (mixing) 大增，熱、質量、動量的傳遞能力都比層流來得強。

而這種能力也使的紊流比層流更能抵抗逆壓 (adverse pressure gradients)，而比較不會分離 

(separate)。紊流一樣是由 Navier-Stokes 方程式 (Newtonian fluids) 所統禦，理論上其運動應

可以從方程式中預測得到，而事實上由於方程式的非線性與流場的複雜情形，使得紊流的預

測常常為不可期。百年來，紊流的研究可分為四方面：實驗量測、數值模擬、模型預測與理

論分析。數值模擬限於簡單的流場幾何但提供詳細的流場資料，與理論分析共同提供合理的

現象解釋，協助紊流模型的開發，指引實驗設計暨量測的方向，以取得關鍵性的資料。 

2. 紊流尺度 (scales) 與能量傳遞 (energy cascade) 

紊流場的波動發生在很大範圍的時間尺度與空間尺度內 (time and length scales)。流場最

大的空間尺度，若是管內流 (internal flows) 則為容器的尺吋，若是物外流 (external flows) 則

通常是該物體的特徵尺吋 (characteristic dimension)。最小的空間尺度則由流體的黏滯係數 

(viscosity) 決定，稱之為 Kolmogorov length scale，所有尺度小於 Kolmogorov length scale 的

運動將會很快地被黏滯力磨耗掉而可當做不存在。大尺度的波動 (稱為“大漩渦”，large eddies) 

本身是不穩定的，隨時會發展成，或說 “碎成”，較小尺度的波動 (smaller eddies)，我們 “認

為” 能量 (動能) 因此由大尺度運動 “傳遞” (cascade) 至較小尺度運動；較小尺度運動本身

又不穩定，再 “碎成” 更小尺度，能量因而再傳至更小尺度；整個傳遞過程不斷延續，直至

最小尺度運動，在那裡能量因黏滯力磨耗而大量散失，轉為熱能。大尺度運動本身可能有一

些能量源 (source) ，是以不斷地有新的大尺度波動產生，不斷地有“能量傳遞”的過程，當紊

流場因此得以在每個尺度內都維持著某一個固定程度的波動時，我們說此紊流場為“靜定的” 

(stationary)，也就是紊流場的平均運動(統計平均值)不隨時間的改變而改變。 

從這樣一個能量傳遞的觀點上看來，紊流場中存在著許許多多的尺度運動 

(multi-scale)，或者說紊流是由許許多多的尺度運動組合而成。實驗發現大部分的波動能量多
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包含在較大尺度的運動中，而最大的波動尺度 (L) 約為 L ~   Reλ λ ，其中 λ 為 Taylor 

microscale ，定義為 

λ
ε

≡
5 2νq

 

其中 ε是單位質量的能量在不同尺度間的傳遞速率( J kg sec⋅ )，  Re qλ λ≡ ν，q 為紊流強

度，定義為q  ' 'i i
2 ≡ u u ，u'i  為 ith 方向的波動速度分量，ν 則為流體的 kinematic viscosity。

至於最小尺度 Kolmogorov length scale (η) 則為 

η
ε

λ

/

λ≡
⎛

⎝
⎜
⎜

⎞

⎠
⎟
⎟

−ν 3
1 4

 ~   Re 1/2   

因 此 紊 流 場 中 的 長 度 尺 度 範 圍 為  L  ~  Re  ~  ReL
3/4η λ

/3 2  ( ∵  Re  ~  ReL
1/2

λ ，

 Re qLL ≡ ν ) 。也就是當流場的雷若數愈大，流場運動的尺度範圍則愈寬；考慮同一流場

時 (L 相同)，雷若數愈大，η愈小，也就是說存在著愈細微的流場組織。一個普遍被承認的

能量傳遞觀念即是：當較大尺度運動從平均流場或其他源頭獲得能量後，因不穩定而將能量

往較小尺度運動傳遞，直傳至流場最小尺度為止；能量傳遞過程中，部分能量因黏滯力而磨

耗，磨耗率則隨尺度變小而增大(與尺度關係成平方反比)，因此可以說大部分能量皆在小尺

度運動中磨耗掉；對於“靜定”的紊流場，整個能量的磨耗率應等於流場自源頭獲得能量的速

率，從另一個角度看，給定一個流場及一個黏滯係數ν ，改變能量傳遞速率ε，流體運動會

自動調整最小尺度η，以使能量也以ε的速率磨耗著，以是達到平衡。 

3. small-scale universality 與 Kolmogorov 理論 

紊流場的巨觀結構因流場種類不同而有差異，例如邊界流 (boundary flows)、 管流 

(channel flows)、 噴流 (jets) 、混流 (mixing layers) 等；此外，流場的幾何形狀可能是有方

向性的，使得波動運動可能受到影響也有方向性。結果是大尺度運動的特徵多隨流場種類不

同而不同，並可能具有方向性。 

在上述能量傳遞的觀念中，能量既是一層層地傳遞著，預期流場幾何形狀對各個尺度運

動的影響可能也是如此，並且其影響力應是愈來愈小；也就是流場的幾何形狀，對愈細微的

流場組織愈沒有影響力。如此一來，當雷若數很大時，流場運動尺度範圍也很大，則可能存

在著某些小尺度，其運動幾乎不受流場幾何形狀影響；而因為不受流場幾何形狀影響，這些

小尺度運動不會因流場種類不同而有明顯差異，並且極可能不具方向性(isotropic)。這種特

性，我們稱為小尺度運動 (small-scale eddies) 的一致性 (universality)。 
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假設這樣的一致性存在，Kolmogorov 在 1941 年提出他的一致理論 (universal theory)：

當流場雷若數很大時，影響小尺度運動的因素只剩下從大尺度傳來能量的速率 ε 與能量在此

運動中的磨耗率(與ν有關)。前面提到紊流尺度範圍為 L  ~  ReL
3/4η ，因此要隔開流場幾何

形狀對小尺度運動的影響，也就是隔開所謂  “大漩渦” (large eddies) 與小漩渦  (small 

eddies)，流場必須滿足 ReL
3/4 >> 1。 

已知在能量傳遞過程中，能量在每一個尺度運動中都會因黏滯力而磨耗，而在每一個尺

度運動中的磨耗量則隨著尺度變小而增大；也就是能量大多在小尺度運動中磨耗掉。

Kolmogorov theory 的第二個部分是：假設流場的雷若數非常地大，以致於能量在較大尺度

運動間是傳遞著但幾乎沒有磨耗，或說能量只有在傳遞到很小的 “漩渦” 時才會出現明顯的

磨耗。如此，當雷若數大到某一程度時，可能出現一個尺度範圍，在這個範圍內的運動，尺

度夠小而不受流場幾何形狀影響 (屬 universal eddies)，但又夠大，因而能量只是傳遞著而幾

乎不磨耗。這一個範圍內的運動因此不受ν 影響，或者說僅受慣性力或 ε 影響；這一個範圍

因而稱之為慣性區 (inertial subrange)。要出現慣性區的條件是：在 L 與 η 之間，要出現另

一特徵尺度遠小於 L 並且遠大於η；若取其為 L 與η的幾何平均數， Lη ，則 LL <<η<<η ，

也就是λ λ λλ
/

λ
/

λRe  <<  Re  <<  Re   −1 2 1 4 ，或者說流場必需滿足Reλ
/3 4 1>>   ( ReL

3 8 1/ >> )。 

在慣性區內，既是運動僅受 ε 影響，則運動的能量頻譜 (energy spectrum) ，E(k)，應只

是波數 k 與 ε 的函數，i.e. E(k) = f (k , ε)。假設ε 是均勻分佈於場中，因次分析 (dimensional 

analysis)的結果是 E( ) =k k( )/ /ε2 3 5 3− 常數 ≡  CK ， CK 稱為  Kolmogorov 常數；亦即 

E( ) = CKk k⋅ −ε2 3 5 3/ / 。結論是：能量頻譜在慣性區內呈一冪方分佈 (power-law distribution)，

次方為−5 3/ ，此一次方在實驗室中已多次得到驗證。 

結論：當雷若數非常大時，流場運動可分為：1. 蘊含大部份紊流能量的 “大漩渦” 

(energy-containing eddies)、2. 流場幾何與黏滯力影響皆微的慣性漩渦 (inertial eddies)、3. 流

場幾何影響甚小，磨耗大部份紊流能量的 “小漩渦” (dissipation eddies)。 

4. 紊流間歇性與間歇模型 (intermittency) 

間歇性是紊流特性中極棘手的一項。量測紊流的速度場會發現其波動的機率分佈約略滿

足高斯分佈 (Gaussian distribution)，但其空間微分量 (spatial derivatives) 卻非如此：有些時

候 (有些區域) 微分量的波動極為劇烈，有些時候 (有些區域) 微分量的波動卻是十分和緩；

這暗示著紊流的小尺度運動有著明顯的間歇性，間歇性的強度則會隨雷若數的增加而增大。 
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紊流的間歇性還有一種特質：若是將上述劇烈波動的區域放大來看，會發現在此一區域

內也有間歇性，亦即此一區域內又分有劇烈區與和緩區；把劇烈區內的劇烈區放大，依然又

可以找到劇烈區與和緩區。這種類似性 (similarity) 不斷發現，如同 Cantor Set 般，直至尺

度到達流場最小尺度 η。 

間歇性的存在首先就使 Kolmogorov theory 中ε為均勻分佈的假設不合理。間歇性的影

響，可以從 Kolmogorov 與 Obukov 在 1962 年提出的修正理論看出一些端倪。在慣性區中，

假設能量頻譜 E(k) 仍為波數 k 與 ε 的函數，則  

E( ) = C     K r
2/3k kε −5 3/  

其中εr 乃以 r ~ 1/k 為特徵半徑的區域內ε 的平均值； ⋅  在此則表示體積平均值 (volume 

average)。1941 年的理論是ε(x,t) = constant，因此 ε ε εr
2/3 =   =  2 3 2 3/ / 。當有間歇性時，

Kolmogorov 與 Obukov (1962) 假設εr 的機率分佈為 logarithmic normal distribution (LN 

theory)，Gurvich 與 Yaglom (1967) 引進 Central Limit Theorem 證明得到同樣的分佈： 

f ( ) =  1

2

1  exp
log(

2
r

r r

r r

r

ε
σ ε

ε ε σ

σπ

[ ) ]
−

+⎛

⎝

⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟

2 2

2

2
， 

其中並假設 

σ ε ε μr
2

r  [log(  =  A( , t) +  log(L r)≡ )]2 x  

因此， 

ε ε μ
r

2/3 ~    ( L)2 3 9/ /k −  

LN theory 因此預測 

E( ) = C    L)Kk k kε μ2 3 5 3 9/ / /(⋅ ⋅− −  

實驗量測 μ   0.5≈ 。 

Novikov 與 Stewart 於 1964 年根據流場的類似性，也曾提出一模擬間歇性的統計模型 

(statistical model)；Frisch et al (1978) 改從 “碎階” (fractal) 觀念，推出他們的動力模型 

(dynamical model)，結果與前者相同，稱之為 β-model。我們介紹統計模型如下。假想一尺

度為 ξo 的漩渦，因不穩定 “碎成” C (>>1) 個尺度為ξ1 的漩渦，則 ξ ξ1
1 3 ~   Co

− / ，並假設

這 C 個漩渦中只有 M (<<C) 個是活躍的 (劇烈區)，亦即能量只傳至這 M 個漩渦中。而這 

M 個尺度為ξ1 的漩渦，每一個都將因不穩定再  “碎成 ” C 個尺度為ξ2 的漩渦，

ξ ξ ξ2
1 3 2 3 ~   C  ~   C1 o

− −/ / ，其中又只有 M (<<C) 個是活躍的。以是類推，直至最小尺度。

考慮在第 n 階時，尺度為ξ ξn o
n /3~  C− ，漩渦總數為Cn 個，其中只有M n 個是活躍的，利
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用 box-counting 技巧，ε的 “碎階” (fractal dimension)，D，定義為 

D limit log( )
log( )

limit log(M
log( C

 3log(M) 
log(C)n n

n

o
n /3≡ −

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ = −

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ =

→∞ →∞ −
活躍漩渦數

尺度

)
)ξ

。 

同 理 當 r ~ ~  Cp o
p/3ξ ξ −  位 於 慣 性 區 時 ，     ~   M

C
 r

n
r
n

p
ε ε ⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

 ； 考 慮 n=1 時 ，

ε ε εr r

p
~  M

C
~⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

，因此 ε εr
n n

p(n-1)
 ~   M

C
 ⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

−
。定義μ = 3−D，則 ε ε ξ μ

r
n n

o
(1-n) ~   ( / r)  − ，

因此 E( ) ~    ( ok k kε ξ μ2 3 5 3 3/ / /)− − 。 

其他已提出的間歇性模型尚有許多，如採用 multi-fractal 觀念，Meneveau & Sreenivasan 

(1987) 的 p-model 與 Benzi et al (1984)的 random-β model；推導機率分佈之 ODE 的

She(1991) 的  two-fluid model；組織流場漩渦物理結構的  phenomenological models，如 

Tennekes (1968) 的 vortex tube model、Corrsin (1962) 的 vortex sheet model、Pullin et al (1994) 

的 Townsend-Lundgren vortex model 等等。 

5. 等向均質紊流場 (isotropic homogeneous turbulence) 

等向均質紊流場是最簡單的紊流場，真實的流場中其實很難找到這樣的流場，然而等向

均質的特性排除許多分析上的困難，使得理論分析較容易進行；其次，多數的研究皆傾向於

結論小尺度紊流(“小漩渦”)是等向均質的，因此等向均質紊流理論應可適度描述小尺度紊

流。所謂均質，指流場變數值，統計上不會因座標的位移 (translation) 而改變，也就是說流

場的結構到處相同 (空間上)；等向則是流場變數值統計上不會因座標的旋轉 (rotation) 而改

變，也就是流場的結構沒有特定的方向。一個均質流場，必定在一個無窮(相對大)空間，而

其平均速度的空間梯度 (spatial gradients) 必定為零，也就是平均速度是一個常數，則選擇適

當的相對座標，我們可以說 < >  = 0u ，因此 ′u u= 。 

首先，我們介紹兩點兩時速度關係(two-time-two-point velocity correlation)，定義為 

R , ,  t ,  t )   u , t )u ( , t ) ij 2 1 2 i 1 1 j 2 2( (x x x x1 ≡ ，其中 ui 代表 ith 方向的速度分量；假設 ergodic，

則   •  可以是時間或空間或 ensemble 平均值。對於 “靜定” (stationary) 場，R  ij 只跟時間

差距有關，因此 R , ,  t ,  t )  R , ,  | t t | )ij 2 1 2 ij 2 1 2( (x x x x1 1≡ −  ；加上均質性，亦即 R  ij 只跟兩

點的相對位置有關，則R , ,  t ,  t ) ij 2 1 2(x x1 = R ,  | t t | ) ij 1 2(r − ，r x x≡ −1 2。同理，兩點單時速

度關係(one-time-two-point) 定義為R , ,  t)   u , t)u ( , t) ij 2 i 1 j 2( (x x x x1 ≡ ，“靜定” 加上均質性，

則 R , ,  t)ij 2(x x1 = R ( )ij r 。考慮均質不可壓縮 Navier-Stokes 方程： 
2

i i
i m i

m i m m

u u1 p(u u ) = f
t x x x x

∂ ∂∂ ∂
+ − + ν +

∂ ∂ ρ ∂ ∂ ∂
           (5.1) 
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其中 fi 為 ith 方向的外加作用力 (external force)。將 ui(x) 的方程式乘上 uj( ′x ) 加上 uj( ′x ) 

的方程式乘上 ui(x)，其結果再加以平均，可得到 

)(F
rr

)( R
 2)(P)(T =

t
)( R

ij
mm

ij
2

ijij
ij r

r
rr

r
+

∂∂

∂
ν++

∂

∂
              (5.2) 

其中 xxr −′≡  ， 

ij i m j i m j
m

ij j i
i j

ij i j j i

T ( , t)   u ( ,t)u ( ,t)u ( ,t) u ( ,t)u ( ,t)u ( ,t)  
r

1P ( , t)   u ( ,t)p( ,t)  u ( ,t)p( ,t) 
r r

F ( , t)   u ( ,t)f ( ,t)+u ( ,t)f ( ,t)  

∂ ′ ′ ′≡ −
∂

⎛ ⎞∂ ∂′ ′≡ −⎜ ⎟⎜ ⎟ρ ∂ ∂⎝ ⎠
′ ′≡

r x x x x x x

r x x x x

r x x x x

    (5.3) 

作 Fourier-Stieltjes transform，得 ( 令 k 為 wave vector，且 k = |k| ) 
∂

∂
ν

 ( )
t

=  ( ) ( ) ( ) ( )ij
ij ij ij ij

Φ
Γ Π Φ Ψ

k
k k k k+ − +2 2k            (5.4) 

其中                R ( ) =  exp(i ) dij ijr k k r kΦ ( ) ⋅∫  

T ( ) =  exp(i ) d

P ( ) =  exp(i ) d

F ( ) =  exp(i ) d

ij ij

ij ij

ij ij

r k k r k

r k k r k

r k k r k

Γ

Π

Ψ

( )

( )

( )

⋅

⋅

⋅

∫
∫
∫

                              (5.5) 

當 i = j 且 r = 0 時，R (0) =  u ( )u ( ) = ( )d  =  qii i i ii
2x x k kΦ∫ ≡ ′3 2u  為紊流平均動能的兩

倍，而Φii為三維的能量頻譜分佈，Γii ii  F與 分別代表慣性力與外力。此外，由於不可壓縮

性，且
iii x

=
x

=
r ′∂

∂
∂

∂
−

∂
∂

，令 ′ ≡ ′u u )i i (x ，則 

0=  }pu
x

pu
x

{  1=  pu 
r

 pu 
r

1 )(P i
i

i
i

i
i

i
i

ii ′
∂

∂
+′

′∂
∂

ρ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′

∂
∂

−′
∂
∂

ρ
≡r  

因此對任一 k， Π ii d  =  0( )k k ，表示壓力僅只是改變能量在方向上的分佈  (directional 

distribution)，但總能量是守恆的 (conserved)，因此 

∂
∂

ν
 ( )

t
=  ( ) ( ) ( )ii

ii ii ii
Φ

Γ Φ Ψ
k k k k− +2 2k              (5.6) 

等向流場，能量分佈應與方向無關，因此Φii ( )k 只與 k 的大小，k，有關，而能量頻譜

分佈 E( ) = {41
2 iik kπ ( )}2Φ k ， E( )d q2k k

0

1
2

∞

∫ = ，其統禦方程應為 

∂
∂

ν
  E( ,  t) 

t
=  T( , t) E( ,  t) F( )k k k k k− +2 2                (5.7) 

其中T( , t) = 2 iik kπ ( )2Γ k 表示因慣性力而淨流入尺度為 k 的運動的能量，數學上可以證明 
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T( , t)dk k
0

0
∞

∫ =                             (5.8) 

意即慣性力不斷將能量在各個尺度運動間交互傳遞著，但能量始終是守恆的。能量會因磨耗

而損失，或因外加而增長，即 
∂

∂
ν ε ξ

  q  

t
= E( ,t)d F( )d    + 

1
2

2
− + ≡ −

∞ ∞

∫ ∫2 2

0 0
k k k k k  

對於 “靜定” 流場， 1
2

q2 =常數，因此 ε = ξ 。 

我們再進一步針對等向均質紊流場探討(5.2)(5.3)式中的關係函數。首先考慮一階關係函

數如 u pi ′ ，若旋轉 i-座標 180 度，因等向特性其值應不變，但是 u ui i= − ，因此

u p u pi i′ = − ′ = 0，同理 ′ =u pi 0；因此對於等向均質紊流，Pij = 0。其次二階關係函數，等向

均質紊流場中 u = u = u q1
2

2
2

3
2 1

3
2= ≡ ′u 2 ；此外，如果 i j≠ ， u ui j′ = 0，因為 u ui j′ 出現值為正

或為負的機率相等。假設，如圖所示，空間一點 P 在某一方向 PP′
→

上的速度分量為 p，另

一點 Q 在QQ′
→

上的速度分量為 q ，我們想了解 p 和 q 的關係如何，即 pq 。 

 
PQP′ 形成一平面，讓α β π γ≡ ∠ ≡ − ∠ ≡ ∠P' PQ,  PQQ",  QQ'Q"， ′′Q 為 ′Q 點在平面PQP′ 上

的投影；令 p1 , p2 , p3 與 q1 ,  q2 , q3 分別為 P 點與 Q 點在 PQ 方向、垂直於 PQ 與 ′ ′′Q Q 之方

向、 ′ ′′Q Q  方向之速度分量，則  

p = p cos + p sin1 2α α .  

q q cos sin q sin sin + q cos1 2 3= +β γ β γ γ                 

因此  
pq p q cos cos sin + p q cos sin sin p q cos cos

       p q sin cos sin p q sin sin sin p q sin cos
1 1 1 2 1 3

2 1 2 2 2 3

= +

+ + +

α β γ α β γ α γ

α β γ α β γ α γ
 

等向特性使得 p q  ,  i  ji j = ≠0 ，若定義函數 f(r)與 g(r)如下： 

f(r) = p q

g(r) = p q

1 1

2 2

′

′

u

u

2

2
                            (5.9) 

其中 1 代表 r 方向的分量，f(r)稱為 longitudinal correlation coefficient，2 代表一垂直於 r 方向
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的分量，g(r)稱為 transverse correlation coefficient，則等向均質紊流場中任意兩點任意方向的

速度分量關係函數可寫為： 

( )pq f(r, t) cos cos + g(r, t)sin sin sin
′

=
u 2 α β α β γ            (5.10) 

在卡式座標中，可得 

R r, t) =  u , t)u ( , t) = f(r, t) g(r, t)

r
 r r g(r)ij i j

2
2 i j ij( ( δx x r+ ′

−
+

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

⎫
⎬
⎪

⎭⎪
u       (5.11) 

因此 9 個 Rij元素中只有兩個是獨立的(independent)。又假設流場為不可壓縮，則 
∂
∂

∂
∂

  R
  r

  f(r) + r
2

  f
  r

 =  g(r)ij

i

= ⇒0                 (5.12) 

同理，若定義S u u uij,m i j m= ′ ，等向均質的結果是 18 個 S 元素中有 13 個值為零，僅剩

u up
2

p′ 、 u u up n1 n1′ 、 u u up n2 n2′ 、 u un1
2

p′ 、 u un2
2

p′ 五個可能不為零，其中 p 是指 r 方向，而

n1、n2 分別指垂直於 r 的兩方向。定義 ppp,
3 S=(r)ku ′ ， pnn,

3 S=(r)hu′ ， nnp,
3 S=(r)qu′ ，則等

向均質的結果是 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

δ+δ+δ+−−′= )
r
r

r
r

(
r

r
r

rrr
)2(S i

jm
j

im
m

ij3
mji3

mij, qhqhku        (5.13) 

加上不可壓縮條件： 

kh

kq

2
1

2

m

mij,

=                          

)r(
r  4r

1 =     0
r  

S  

−

∂
∂

⇒=
∂

∂

                          (5.14) 

6. 基礎理論發展 

有關等向均質紊流的理論相當繁雜，我們僅針對  Karman-Howarth similarity 與 

Kraichnan 的 DIA 近似理論作代表性介紹，有興趣進一步了解者，可參閱 Hinze 的“Turbulence”

與 Batchelor 的“Homogeneous turbulence”，或早期 Batchelor、Proudman、Saffman、Taylor，

Townsend 等人的論文或其他近似理論如 Yakhot & Orszag (1986) 的 RNG (renormalization 

group theory) 、Orszag (1970)的 EDQNM (eddy-damped quasi-normal Markovian theory)等等。 

 (i) Karman-Howarth similarity 

將(5.11)(5.12)(5.13)(5.14)代入(5.2)，並注意到 T r, t) =
 r

S Sij
m

im,j mj,i( [ ]∂
∂

+ 且 Pij = 0 ，同時

去掉外力部分(假設大尺度外加作用力對小尺度運動影響可忽略)，可得 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

∂
∂′ν+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

∂
∂′′

∂
∂

r  
f r

r r
12

r
4

r 
=f)(

 t
4

4
232 uuu kk           (6.1) 
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(6.1)式最早於 1938 年由 Karman & Howarth 所導出，即稱為 Karman-Howarth equation，適

用於等向均質紊流場。 

(6.1)式存在有 similarity solution，例如 Karman & Howarth 尋找一個解，形式如下：  

)(
~

)L(t)r(
~

=t)(r,

 )(f~ )L(t)r( f~=t)f(r,

ξ≡

ξ≡

kkk
                         (6.2) 

代入(6.1)發現 

) f~()L2()
~

4
~

(
L

 = f~ 
dt
dL

L
1f~

dt
d 44221

3
2

2
′′ξξ⋅′ν+ξ+′⋅

′
′ξ⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′−⋅

′ −−− uuuu kk  

因此存在有 similarity 解的條件是： 

L d
dt

constant

L
L

dL
dt

 1 dL
dt

constant

L L  L ) constant

3

3
2

′
⋅

′
=

′
⋅

′
=

′
=

′
⋅ ′ = ′ =− −

u

u

u

u
u

u
u u

2

3

2

2 12 2ν ν (

 

整理可得L(t)  t  ,   t1/2 1/2∝ ′ ∝ −u 。對於 t n′ ∝ −u 2 的紊流場(動能成冪方衰減)， 

Taylor microscale = λ
ε

≡ =
′

′
∝

5 2 2

2

ν νq u

u

10

 d dt 
 t1/2              (6.3) 

也就是說L(t) ∝ λ 或 f(r, t) = f (r / ) ∼
λ 且  )(r/

~
=t)(r, λkk 。早期實驗數據似乎支持 ′ −u 2 ∼ t n 的

結果，但改善後的實驗技術顯示並不盡然，一般相信，Karman-Howarth 解只有在雷若數非常

大(大到其數字大小已不重要)時才會出現。Huang & Leonard (1994)根據直接數值模擬結果的

指引，找到另一個解，形式如下：  

 (r/L)
~

Re=t)(r,

  (r/L)f~Re+(r/L) f~=t)f(r,
1b

l

2
b
l1

kk ⋅

⋅
−

                (6.3) 

其中
∼f1為 regular confluent hypergeometric function，也就是 

∼
( λ , (

λ
)f r / ) = M n,  

n
r

1
5
2

−
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟5

4
2 ，

∼
∼f r   as  r 1

2n− → ∞  

其中紊流動能 ′ −u 2 ∼  t n。函數
∼f 與k

~
或

∼f2與k
~
的相關微分方程則只能找到一個，因此無法

得其解，這也正是解決紊流問題中最大的障礙：所得的微統禦方程式數目比未知的函數數目

少(closure problem)。 

 

(ii) Direct Interaction Approximation 
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針對不可壓縮等向均質紊流，Kraichnan 於 1959 年提出他的 DIA 近似理論。由於有一

些 LES 模型是根據 DIA 發展出來的，且 DIA 本身對紊流物理與數學上的理解有相當的幫

助，我們在此作簡單的介紹。有興趣了解詳細內容者，建議應直接閱讀 Kraichnan 在 1959

以及 60、70 年代陸續發表的論文。 

(a) 頻譜分析 

考慮 Navier-Stokes equations 在頻譜空間為： 

 
∂

∂

∼
ν ∼

ρ
∼ ( )

∼u
t

u i k p  i k u u  +  fi
i i m i m i

~
+ = − −k 2 1             (6.4) 

其中任一變數g( t) = g( , t)exp(i )dx k k x x, ⋅∫ 。不可壓縮條件為 i k  u  =  0i i
∼ ，代入上式並假設

外力是 solenoidal (此為維持流場為不可壓縮的必要條件)，得0 = p k k u u )i m i m

~1 2
ρ

∼ (k + ，也就

是 

1 p =  k k u u )i m i m

~
ρ

∼ (− ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟k 2                         (6.5) 

代入(6.4)，得 

∂

∂

∼
ν ∼ ( )

∼

δ

u
t

u i k P ( ) u u + f

           P ( ) i k k

i
i m ij j m i

ij ij i j

~
+ = −

≡ −

k

k

2

2

k

k

                    (6.6) 

同樣的方程可以獲得，若假設流場為周期 L 之周期函數(必要時可令L → ∞ )，因之， 

g( , t)     g( , t)exp(i )
k
i=1,2,3

i

x k k x= ⋅
=−∞

∞

∑ ∼                       (6.7) 

且                    (g g g )g ( ) 1 2
  

1 2

~
)( ) ∼ ( ∼

,
k p q

p q k
p q

=

+ =

∑  

將(6.6)改寫為 

Lu
  t

 u ( ) u ( )u ( ) + f

           ( ) k P k P

i i
i
2 ijm j m i

ijm m ij j im

∼ ν ∼ ( ) ∼ ∼ ∼( )

( ) ( )

≡ +
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ = −

≡ +

+ =
∑∂

∂
k2 k k p q k

k k k

p q k

Π

Π

     (6.8) 

為簡化起見，以符號 u u ( , t) ,  u u ( , t )i i i i( ) ∼ ( ) ∼k k k k≡ ′ ≡ ′ 表示時間的影響，則 
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∂
∂  t

 u ( )u  ( )       u ( )u ( )u   f ( ) u

                                            ( )    S  f ( ) u         (6.9)

i n
i
2 ijm j m n i n

i
2 ijm njm i n

+
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ ′ − = − ′ − + ′ −

= − − + ′ −

+ =

+ =

∑

∑

ν ( ) ( ) ( )

( , , ) ( )

k2 k k k p q k k k

k k p q k k

p q k

p q k

Π

Π

 

 S  u u u    ,   = 0njm n j m( , , ) ( ) ( ) ( )k p q k p q k p q≡ ′ ′ + +           (6.10) 

(b) DIA 理論 

DIA 理論的主要企圖是想找到二階關係函數   u ( )u  i np q′ ( ) 與三階關係函數Snjm ( , , )k p q 的

近似關係，使得問題可解(closed)。理論中幾個基本假設是： 

1)給定三個波向量 k、p、q，於計算Snjm ( , , )k p q 時，將(6.8)式慣性項中的 u ( )uj m− −p q( )項

當成是一個對 u( )k 運動的干擾(disturbance)，剩餘的慣性項與時間微分項併為一非線性的

運算子(operator)；假設ζ ( , )ij t, tk ′ 是該運算子的 Green function，則干擾對 u( )k 運動的影響

應為 

δ ( ) ζ ( (

( ) ( )

u , t, t )

t

t
 b , t ) dt

b , t i u ( )u ( )

i ij

o

j

i ijm j m

k k k

k k p q

= ′ ′ ′

≡ − − −

∫

Π

                 (6.11) 

2) u( )k 之間的關連完全源於慣性作用，與初始條件或外力無關。 

3)統計上，在空間趨於無窮大時，有限個 u( )k 間的相互影響趨於零(Weak Dependence 

Principle, WDP)。 

根據這三個假設，則 

S  u u u  +   u u u   +  u u u  njm n j m n j m n j m( , , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )k p q k p q k p q k p q≡ ′ ′ ′ ′ ′ ′δ δ δ  

也就是假設 u( )k 、 u( )p 、 u( )q 三者間的關連僅繫於 k、p、q 間的交互影響，其他 Fourier 

components 對三者的影響視為可忽略的高階影響，此即 DIA 理論的精髓所在。對於“靜定”

等向均質紊流，可定義： 

L
2

 u ( , t + )u , t) P ) U( , ) = P )(4 E( r(

L
2

 f ( , t + )f , t) P ) F( , ) = P )(4 F( (

, t + , t) P  g( , )

i j
*

ij ij

i j
*

ij
1
2 ij

ij ij

π
τ τ π τ

π
τ τ π χ τ

ζ τ τ

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ =

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ =

=

−

−

3
1
2

2 1

3
1
2

2 1

k k k k

k k k k

k k

( ( ( ) ) , )

( ( ∼ ( ) ) , )

( ( )

k k k k

k k k k

k

  (6.12) 

根據 DIA，Kraichnan 得到下列式子： 
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2 2

0

ν τ τ ε τ

τ

ε τ χ

k k k k

k k p q p q

k k k k

E( T

T T( d d

F g s s ds

i

i

, ) ( , ) ( , )

( , ) | , )

( , ) ( ) ( , ) ( , )

Δ

= +

=

=

∫∫

∫
∞

                       (6.13) 

其中Δ表示 k = |k| , p = |p| , q = |q| 三者必需能組成三角形的三邊長，而 

T( E E E Ek p q xy z
q

k p q k p q p q k| , ) ( , , ) ( ) ( ) ( ) ( )=
+

−⎧
⎨
⎩

⎫
⎬
⎭

3
2 2θ          (6.14) 

θ( , , )k p q k p q=
∞

∫ g( , s) r( , s) r( , s)ds
0

                    (6.15) 

其中 T(k | p, q)表能量藉由 k, p, q 三者間的交互作用而傳至 k 運動的淨量，εi(k,τ) 則是外加的

能量；θ(k, p, q) 表示三個尺度運動間交互作用的特徵時間，x, y, z 分別表示由 k、p、q 所形

成三角形的三個內角的 cosine 值；g(k,τ) 與 r(k,τ) 則必須滿足下列方程： 

dg( , )
d

g( d d b( E g( , s)g( ,s)r( ,s)ds
0

k k k k p q p
q

k p q q k p qτ
τ

ν τ τ
τ

+ = − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ −
⎛

⎝

⎜
⎜⎜

⎞

⎠

⎟
⎟⎟∫∫∫2

2
, ) , , ) ( )

Δ

        (6.16) 

dr( , )
d

r(   a( E( ) E( )
E

g( ,s )r( ,s)r( ,s)ds

                                                  b( E g( ,s)r( ,s )r( ,s)ds   

k k k k dpdq k p q p q
k

k p q

k p q q p k q

k
pq

k p
q

τ
τ

ν τ τ

τ

τ

+ = ⋅ ⋅
−

⋅ −
⎛

⎝

⎜
⎜⎜

⎞

⎠

⎟
⎟⎟

⎧

⎨
⎪

⎩⎪

− ⋅ ⋅ ⋅ −
⎛

⎝

⎜
⎜⎜

⎞

⎠

⎟
⎟⎟

⎫

⎬
⎪

⎭⎪

∞

∞

∫∫∫

∫

2

0

2
2

2

, ) , , )
( )

, , ) ( )

Δ
(6.17) 

其中  

a

b

( , , )

( , , )

k p q xyz y z

k p q p k xy z

= − −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

= ⋅ +⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

1
2

1 2 2 2

3
                             (6.18) 

 

仔細地檢查可發現除了(5.8)外，T(k | p, q) + T(p | k, q) + T(q | k, q) = 0，亦即任意三個

Fourier modes 間能量守恆地交互傳遞著。若考慮能量從波數小於 km 的運動傳至波數大於 km 

的運動的總流量 

Π( ) τ τ |k k k k k k k k
k

k k

m
0

m
0

T( , )d T( , )d T( )d

m

m m

= = − ≡ −
∞

∫ ∫ ∫         (6.19) 
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T( ) T( | , )d dmk k k p q p q|

Δ

≡

′
∫∫ ，                             (6.20)  

′Δ 表示 k、p、q 除了可組成三角形三邊長且 k k p q k≤ >m m ,    or 。一個等效“渦漩”黏滯係數

可定義為： 

νt m mT( E( | ) | ) ( )k k k k k k≡ − 2 2                       (6.21) 

將(6.13)中的T( , )k τ 拆為二部分：一是 k p q k    m, , ≤ 間的交互作用，一是 k k p q k≤ >m m ,    or 

間的交互作用，則(考慮不靜定流場) 

( )∂
∂

ν ν ε
E( , t)

 t
T t E( t t   

T t T( d d

t m i m

, m

k k k k k k k k k

k k p q p q
k p q k

= ′′ − + + <

′′ =
≤∫∫

( , ) ( | ) , ) ( , ) ,

( , ) | , )
, ,

2 2

Δ

           (6.22) 

其中     ′′ =

≤
∫ T ( d

m

k k
k k

, )τ 0。 

我們得如下結論：考慮波數小於 km 的“漩渦”運動，部分能量因磨擦轉換為熱能(磨耗率

= 2 2νk kE( ) )，部分能量則因慣性作用傳遞至波數大於 km 的 “漩渦 ”運動  (傳遞率

= 2 2νt m E( | ) ( )k k k k )。如果這些波數小於 km的“漩渦”自外界得到的能量少於磨耗率與傳遞率

之和，則這些“漩渦”會逐漸衰退 (decay)；反之，這些“漩渦”會成長(grow)或維持“靜定” 

(stationary)。 
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7. DNS 與 LES 

在第二節中我們已經瞭解了紊流中的尺度範圍為 L  ~  Re  ~  ReL
3/4η λ

/3 2 ；數值方法中所

謂的直接數值模擬 (Direct Numerical Simulations, DNS)，乃是指以數值方法模擬所有尺度的運

動方程。以頻譜分析為例，紊流動能分配在波數 kL L∼ 1 與 kη η∼ 1 之間，對於尺度比η 還小

的“漩渦”，其能量微忽其微，可視為不存在，因此 DNS 將模擬所有 u k k( ) | | ,  Lk k k≤ = ≤ η，

的運動。物理上波數是連續的(continuous)，因此紊流的自由度(degree of freedom)理論上是無窮

多個；數值上我們則必須把自由度離散化(discretization)。例如(6.7)式中波數是離散的，同時不

採無窮級數而改以有限級數取代之，也就是只取 k kmin max≤ ≤| |k 。通常最大可用的波數

(maximum available wavenumber, kmax ) 會取數倍於 kη，若此波數不夠大，當能量自“大漩渦”

傳至“小漩渦”時，來不及磨耗又無法繼續往下傳遞，因此將逐漸堆積在高頻區域，最後發散

掉；反之， k kmin L≤ 較不是問題，但由於波數已離散化且同一波數之波向量(wave vectors)的數

目正比於 k2 ，因此“大漩渦”的解析度反而比較差，必須留意。無論如何，有限自由度的數值

紊流(numerical turbulence)可由此獲得。 

DNS 理論上應可以解開 Navier-Stokes turbulence 之謎，然而實際上並不那麼可行，主要原

因是計算量過大，不是目前的電腦的速度與容量所能處理。數值紊流自由度雖說有限，但其大

小仍是十分驚人，以Reλ = 100的流場為例，假設 L=2π，則 kη λη≈ ≈ ≈1 159Re L3/ 2 ，若採等

向數值解析度 (isotropic resolution)，則 k kmax 1
2

2
2

3
2

1max k k k 3 max | k |= + + = ≈ η ，因此

max | k | 921 ≈ ，這樣的流場我們需要 4
3

3 106π (max | k | )1
3 ≈ × 個自由度(k)來表呈現，或則說我

們需要同時解約 300 萬個u k( )的聯立方程式。更甚者，數值紊流自由度的大小隨雷若數增大而

呈非線性增大 (∝ Re9/2
λ )，當Reλ = 200時，所需自由度已達 7000 萬以上，而我們還尚未探討

時間尺度問題。除了空間尺度外，紊流的時間尺度範圍也是很大，最小的時間尺度多以 

Kolmogorov (dissipation) time scale 為代表， τ ν εη = ( ) /1 2，最大尺度可以L q 為特徵時間，則

欲模擬完整的紊流場，模擬時間長度至少應是好幾個L q ，而欲觀察所有波動變化，時間增量

(time increment dt)不能大於 τη  ，因此完成一個 DNS 必須執行的時間積分次數為 

#
)

∼
/

 of time integrations ~  
L q

(
  L  ~  Re

ν ε λ
λ1 2
。 

也就是說雷若數加大，DNS 所需的儲存空間與執行時間至少呈 ∝ Re9/2
λ  與 ∝ Re11/ 2

λ  成長。

而實際紊流發生時，其雷若數多在千或萬以上。由此考慮，再加上“大漩渦”解析度較差，DNS
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僅適用於簡單幾何形狀、雷若數低的流場，多半應用於基礎研究中，如“小漩渦”物理特性的了

解。 

LES (Large Eddy Simulations)是放棄模擬“小漩渦” (small eddies)，只模擬“大漩渦”以降低所

需的數值自由度。因為在一般工程應用中，“大漩渦”主導的流場巨觀特性占決策性的地位，蒐

集“大漩渦”的特性或變化通常已足夠解決問題之用。然而，“小漩渦”的重要性雖然不是那麼直

接，藉由慣性力的交互作用，它卻影響著 “大漩渦”的運動。如何篩選欲模擬的漩渦群﹖未模

擬的漩渦對欲模擬的漩渦又有何影響﹖這是 LES 的兩大課題。對於後者，通常未模擬的漩渦尺

度夠小而可視為等向均質時，之前探討的等向均質紊流理論就可以拿來應用。我們仍以頻譜分

析為例，最簡單的篩選方式是選定一個 cut-off 波數 kc，波數大於它的“漩渦”全部放棄，而通

常 kc會取在 Kolmogorov 的慣性區內。 

波數大於 kc 的漩渦扮演的主要角色是將能量適時適量地自波數小於 kc 的漩渦中接收過來

(energy cascade)，既然我們並未模擬波數大於 kc的漩渦，我們無法知道能量如何適時適量地傳

送過去，這一部分的資訊就必須靠適當的、合理的假設來獲得。例如 Kolmogorov 的 DIA 近似

理論，我們已知道能量從波數小於 kc的運動傳至波數大於 kc的運動的總流量是 

Π( ) | ( | )k k k k k k k k k
k k

c c
0

t cT( )d  E( )d
c c

= − =∫ ∫ 2 2

0

ν ， 

方程式(6.8)可修正為， k kmin c≤ ≤| |k ： 

( )∂
∂

ν
  t

  u ( )     u ( )u ( ) + ft c i
i
2 ijm j m i

c

+ +
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ = −

+ =
≤

∑ν ( | ) ∼ ( ) ∼ ∼ ∼
( )

| |,| |,| |

k k k

k

2 k k p q k
p q k

p q k

Π     (7.1) 

其中 νt c( | )k k 代表所有波數大於 kc 的漩渦對波向量 k 的運動之影響，稱為 spectral eddy 

viscosity ； Kraichnan(1976) 的 Test Field Model (TFM) 與 Orszag (1970) 的

Eddy-Damped-Quasi-Normal Markovian (EDQNM)提供如下之 νt c( | )k k ： 

ν νt c t
*

c

c

c

E( )
( | ) ( )

/

k k k
k

k
k

= ⋅
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

1 2

                 (7.2) 

適當的假設仍需要以獲得 νt
*

c( )k k ，大致為 
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詳細內容見原論文。 

頻譜分析在實際應用上並不常見，多數情況下我們必須在物理空間內(physical space)進行

篩選的工作。假設選定某一函數 G(x,σ)為過濾器(filter)，σ是其一特徵長度，小於此一尺度內的

流場變化將被忽略掉，或者說我們考慮的是流場變數在此一尺度內的平均值，如下圖所示： 

 
定 義 f f f(x y x y y x - y y y, t) ( , t)G( , )d ( , t)G( , )d≡ − =∫ ∫σ σ ， 積 分 範 圍 為 整 個 流 場 ， 且

′ ≡ −f f f 。幾個常見的過濾器有： 

G , t) exp( 2( | | )x y x y− = − −
1

2
2 2

πσ
σ                     (7.3) 

G( , t)
       if | | 2

             otherwise.
x - y

x - y
=

≤⎧
⎨
⎪

⎩⎪

1

0

σ σ ;
                      (7.4) 

( )
G( , t)

sin ( )
x - y

x - y

x y
=

−

2 π σ

π( )
                             (7.5) 

     

        (7.3)                      (7.4)                        (7.5) 

若將不可壓縮 Navier-Stokes 方程過濾之，得下式： 
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∂

∂

∂

∂ ρ

∂

∂
ν∇

u
t x

u u p
x

ui

j
i j

i
i i+ ⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟ = − + +

∇ ⋅ =

1

0

2 f

u

                   (7.6) 

其中 fi 是外力。定義 

 

τ η η δ

η

ij ij kk ij

ij i j i j i j

ij i j i j

u u u u u u

L u u u u

= − −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

= ′ + ′ + ′ ′

= −

1
3

                               (7.7) 

則 u u u u u u u u u u Li j i i j j i j ij i j ij ij= + ′ + ′ = + = + +( )( ) η η ，因此(7.6)變成 

( ) ( )∂

∂

∂

∂

∂

∂ ρ
η ν∇

∂

∂
τ

u
t x

u u
x

p u
x

Li

j
i j

i
kk i

j
ij ij i+ = − +

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ + + − +1

3
2 f       (7.8) 

∂
∂
u
x

i

i
= 0                                         (7.9) 

其中Lij稱為 Leonard stresses，可計算而得； τij則是未模擬的漩渦對模擬中的漩渦之影響，稱

為 subgrid scale stresses，必須靠假設模型獲得；ηkk 則併入壓力項內。方程式(7.8)與(7.9)再加

上 τij的模型(subgrid model)，可解得 u , ti ( )x 。 

用得最廣的 τij模型莫過於 Smagorinsky’s model，該模型假設 

( )
τ ν

ν σ

∂
∂

∂

∂

ij t ij

t S ij ij

ij
i

j

j

i

S

K S S

S u
x

u
x

= −

=

= +
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟

2

22 1/2

1
2

( )                     (7.10) 

其中 turbulent eddy viscosity νt 已假設為等向，此模型因此在靠近邊界的地方並不適合；KS是

Smagorinsky’s constant，通常配合實驗驗證獲得。其餘模型還有很多，可參閱 Lesieur & 

Metais(1996)、Mason (1994)、Piomelli (1993)、Boris et al (1992)等的回顧文獻。 

相對於 DNS，LES 確實節省不少計算時間，因此可將數值紊流的雷若數推高，只可惜與實

際工程應用的雷若數相去仍遠，但伴隨著模型準確性的改善與電腦科技的進步，潛力仍在。總

而言之，DNS與LES模擬全部或部分尺度之紊流運動，完全不作或只作部分尺度運動的模型，

保留較完整的紊流本性，可供基礎研究之用；此外，不同於下節將介紹的傳統紊流模型，流場

變數之時間變化完全在模擬之中，對於噪音、振動等問題，是相當具有潛力的分析工具。 

8. Reynolds’ equations 與 closure problem 
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為了解決工程紊流問題，傳統的辦法是放棄模擬流場所有空間上的、時間上的波動

(fluctuations)，只求平均流場。考慮引言中介紹的時間平均值或在 ergodic hypothesis 下的 

ensemble average： 

f f  limit
NN

i
i=1

N
≡

→∞
∑1                       (8.1) 

fi是變數 f 第 i 次的實驗值，因此時間上的高頻波動將被過濾掉(註：在 LES 中我們過濾掉的僅

只是空間上的高頻波動)，又 ′ =f   0。將不可壓縮 Navier-Stokes 方程平均之，得類似(7.6)之方

程，一般整理為 

ρ
∂
∂

ρ
∂

∂
∂
∂

∂τ

∂

∂τ

∂
u
t

u u
x

p
x x x

i i j

j i

ij

j

ij
t

j
+ = − + +                 (8.2) 

∇ ⋅ =u 0                                (8.3) 

τ μ
∂
∂

∂

∂ij
i

j

j

i

u
x

u
x

= +
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟                     (8.4) 

τ ρij
t

i ju u= − ′ ′                           (8.5) 

方程式(8.2)與(8.3)，欲解得 (u, p, )ij
tτ 是不夠的(indeterminate)，我們必須另外找出 τij

t 的統禦方

程，從 Navier-Stokes，其應為： 
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∂

∂
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∂
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∂

∂
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  (8.6) 

很明顯地， (u, p) 的方程式牽扯到二階關係函數ρ ′ ′u ui j ，而ρ ′ ′u ui j 的統禦方程則牽扯上三階的關

係函數ρ ′ ′ ′u u ui j k 與速度-壓力關係函數，以此類推，所得的方程式數目永遠比未知數來得少，問

題依然無可解，此即所謂的 closure problem。傳統的紊流模型即是在想辦法建立高階與低階關

係函數額外的一些關係(relation)，以使問題完整可解(closed)，最簡單的例子莫過於 eddy 

viscosity models，亦即假設 − ′ ′ = +
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟u u u

x
u
xi j t

i

j

j

i
ν

∂
∂

∂

∂
，有 Boussines、Prandtl、Karman eddy 

viscosity models 等；高階的模型可推至三階關係函數以解得(8.6)，如 k − ε models 等。 

無論是高階或低階，紊流模型通常都極為 dissipative，如此才能維持一平滑(smooth)的平均

流場，所得的平均流場因此也沒有空間上的波動成分。這是一個完全沒有波動的數值紊流，正
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因此流場雷若數才可以很高，可以與真實的紊流場的雷若數相比擬。與DNS或LES相比，傳統

的方法使用模型較多，模型使用範圍又廣(LES模型只用於空間高頻對低頻的影響，而傳統的方

法中必須模型所有波動，時間的或空間的，低頻或高頻的，對平均流場的影響)，準確性常招

質疑，同時不同流場有不同特性，適合的模型跟著不同，使用上並不方便。 

9. 結論 

我們的目標是解開紊流之謎並應用於工程上，電腦扮演的角色有：執行DNS輔助基礎研究

與開發、改良紊流模型，執行 LES 與傳統模型模擬以利工程應用。基本物理現象如間歇性、類

似性、等向性、均質性、能量慣性傳遞等等應充分理解，作為紊流模型之基礎。LES 只模型具

一致性之小漩渦並提供時間變化率，準確性較高，應用範圍也較廣，若能設法降低其計算量，

潛力頗大。工程應用受限於雷若數要求仍靠傳統模型模擬，使用雖廣但迫切需求更好、更準確

的紊流模型。 
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